Romanian Master of Physics 2012 ‘] (L)

OMANIAN

1. MAGNETOSTATICA

Tensiunea magnetomotoare (tmm) de-a lungul unei curbe se defineste ca integrala de
drum a proiectiei inductiei magnetice B de-a lungul curbei,

[ Bai
Legea Circuitala Ampere afirma ca tensiunea magnetomotoare de-a lungul unei curbe
inchise (bucla) este proportionald cu curentul electric ce traverseaza ORICE suprafata
a cdrei frontierd este constituitd de aceastd bucld. Constanta de proportionalitate se
numeste permeabilitatea magnetica a vidului (N).

C_‘S Bdl = Mo yoross

loop

Sensul pozitiv al curentului este asociat drumului urmat pe bucld prin intermediul
regulii burghiului drept.

a. Un fir conductor drept, infinit de lung, este parcurs de un curent continuu /. Gasiti
valoarea §i orientarea inductiei magnetice B generate de acest curent la distanta  de
fir. Exprimati rezultatul in functie de Z, r i .

b. O tija subtire uniforma de masd m si lungime L este plasata paralel cu firul, la
distanta d. Tija se poate doar roti in jurul unei axe perpendiculare pe planul determinat
de fir si de tija, si care trece prin mijlocul tijei. Tija este parcursd de un curent
continuu /" in sens opus lui /. Tija este inclinatd cu un mic unghi fata de pozitia de
echilibru si lasata sa oscileze liber. Gasiti perioada micilor oscilatii ale tijei in functie
de ,I''m, L, d si .

¢. Un fir conductor drept semiinfinit se continud cu o suprafatd conductoare conica
infinitd, a carei axa coincide cu firul, asa ca in figura alaturata. Sistemul este parcurs
de un curent continuu /. Gasiti valoarea si

orientarea inductiei magnetice B la

distanta » de axa, atat in interiorul cat si in 9

afara  suprafetei conice.  Exprimati

rezultatul in functie de Z, r si po.

d. Un fir conductor drept semiinfinit este conectat la capat cu un plan conductor
infinit, plasat perpendicular pe fir. Sistemul este parcurs de un curent continuu /.
Gasiti valoarea si orientarea inductiei magnetice B la distanta » de axul firului, de
ambele parti ale planului. Exprimati rezultatul in functie de 7, 7 si L.

e. Se defineste densitatea liniard de curent J care circuld pe planul de la punctul
anterior:
Jud
dl
unde dl este o lungime elementara perpendiculara pe linia de curent ce transporta un
curent elementar dlI.
Se introduce un versor 7 perpendicular pe plan, pentru a indica sensul pozitiv de

traversare a planului dintr-o parte in alta. Produsul vectorial J x7 determind sensul
pozitiv al componentei lui B paralele cu planul.
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Aratati cd la traversarea planului, saltul valorii componentei lui B paralele cu planul
este proportional cu valoarea lui J din punctul de traversare, si gasiti constanta de
proportionalitate.

f. Un plan conductor infinit este paralel cu un cadmp magnetic uniform. Inductia
magneticd B are aceeasi orientare de ambele parti ale planului, dar valori diferite B, si
B». Gasiti presiunea exercitatd asupra planului. Exprimati rezultatul in functie de B;,
Bz, $i Ho-

g. O sferd conductoare goala este conectata la cei doi poli cu doua fire conductoare
drepte semiinfinite, orientate pe axa polilor. Sistemul este parcurs de un curent
continuu /. Gasiti valoarea si orientarea inductiei magnetice B la distanta » de axa
polilor, atat induntrul cat si in afara sferei. Exprimati rezultatul in functie de 7, 7, si L.
h. O sferd conductoare goald are polii conectati printr-un fir conductor interior drept.
Pe suprafata sferei circuld de la un pol la altul un curent continuu /, care se intoarce
apoi prin fir. Gasiti valoarea si orientarea inductiei magnetice B la distanta » de axa
polilor, atat induntrul cat si in afara sferei. Exprimati rezultatul in functie 7, 7 si L.

Legea Biot-Savart da expresia inductiei magnetice generate Intr-un punct din spatiu
de un curent electric ce parcurge un drum elementar d/:

,uol(ﬁx?)

3 b

dB =
Ay

unde 7 este pozitia punctului fatd de curentul elementar.

i. Un fir conductor drept de lungime L este parcurs de un curent continuu /. Firul este
privit dintr-un punct din planul lui mediator sub unghiul 2a. Exprimati valoarea
inductiei magnetice in acel punct in functie de L, 1, a $i L.

j- Pe suprafata unei sfere conductoare de raza R circuld in mod uniform un curent
continuu / de la un pol la celdlalt. Aflati valoarea inductiei magnetice in planul
ecuatorial al sferei, intr-un punct aflat la distanta » de axa polilor, atat inauntrul cat si
in afara sferei. Exprimati rezultatul in functie de /, R, r si L.
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2. OSCILATII ALE UNOR CORPURI ELASTICE

In aceastd problemi se neglijeazi efectele gravitatiei. Daci nu se precizeaza altfel,
substantele trebuie considerate tot timpul ca fiind omogene si izotrope.

A. Se considerd o bara elastica foarte subtire, impiedicata sa se indoaie. Bara are
lungimea L, densitatea p, si modulul de elasticitate Young E. Sectiunea transversala a
barei se considera constanta. Bara este intinsd putin de la ambele capete si lasatd sa
oscileze liber.

a. Scrieti energia cineticd a barei la un moment oarecare in functie de masa m,
lungimea L, si viteza de variatie a alungirii relative €.

b. Scrieti energia potentiala elastica a barei la un moment oarecare de timp in functie
dem, p, E sic.

c. Ardtati ca aplicarea conservarii energiei pentru bard conduce la ecuatia diferentiala
caracteristicd unei oscilatii armonice neamortizate. Recurgand la analogia cu un punct
material asupra caruia actioneaza forta 65 (o fiind efortul unitar si S fiind sectiunea
transversald), precizati marimea care joaca aici rolul coordonatei.

d. Scrieti expresia perioadei micilor oscilatii longitudinale ale barei in functie de L, p
siE.

B. Considerati o sfera elastica de raza R, facuta din acelasi material ca bara de mai
inainte. Fie ¢ deformarea relativd AR/R. Sfera este comprimata putin in mod uniform
si apoi lasata sa oscileze liber.

e. Scrieti energia mecanica a sferei la un moment oarecare in functie de m, R, p, E, € si
de viteza de variatia a lui €.

f. Scrieti expresia perioadei micilor oscilatii radiale ale sferei in functie de R, p si E.

C. Considerati o placa dreptunghiulard elastica foarte subtire, Tmpiedicata sa se
indoaie. Placa are dimensiunile liniare L si respectiv /. Grosimea placii se considera
constanta.

Efectele eforturilor unitare o, si 6, care actioneaza asupra placii NU sunt independente,
in sensul ca o alungire pe una din directii conduce la o contractare pe cealaltd directie.
In limitele legii lui Hooke, aceasta se poate scrie:

O-V
E. =—U—
x ,UE
& =—pU—=
y :UE

unde factorul adimensional p (coeficientul Poisson) ia valori in jurul lui 0,3.
g. Exprimati o, si 6, in functie de ¢, g,, £ si L.
h. Scrieti sistemul de ecuatii diferentiale pentru migcarea unui punct material de masa
m pe doud directii ortogonale, utilizand drept coordonate marimea echivalenta gasita
la punctul c.
i. Gasiti valorile posibile ale lui @ pentru care solutiile sistemului de mai sus
reprezintd simple oscilatii armonice neamortizate (moduri):

g = Asinot

g, =Bsinot

Exprimati rezultatele in functie de L, /, p, E si [.

Page 3 of 18



.

N
Romanian Master of Physics 2012 HA ,

AYSICS

j. In general, solutia sistemului de ecuatii de mai sus este o suprapunere a celor doua
moduri gasite. Pentru o placa patratd (L = /) si un coeficient Poisson mic (W << 1),
exprimati perioada batdilor in functie de p si de perioada Timg a oscilatiilor
longitudinale ale unei bare cu aceeasi lungime.

D. Acum, in loc sd fie comprimata, placa este putin inclinatd de-a
lungul uneia din dimensiuni, prin actiunea unui efort unitar de
forfecare 1, asa ca in figura alaturata. Deformarea relativa la forfecare
se defineste ca fiind tan y = vy, iar legea lui Hooke ia forma:

1
Y =ET 5 [T]S[ :[G]51 = N/m2 >

unde G este asa numitul modul elastic de forfecare.

k. Exprimati G 1n functie de £ si Q.

1. Gasiti perioada micilor oscilatii de forfecare ale placii in functie de
L, p si G. Exprimati aceeasi perioadd in functie de p si de perioada
oscilatiilor longitudinale ale unei bare cu aceeasi lungime, Tiong.

E. Un cilindru de raza R si lungime L, facut din acelasi material ca mai Inainte, este
torsionat putin si 1dsat sa oscileze liber. Deformarea relativa la torsiune este definita
ca fiind unghiul 0 cu care este rasucit cilindrul sub actiunea unui moment al fortei
deformatoare. Legea lui Hooke ia acum forma:
1

9=EM ; [Cly, =[M]s, =Nm,
unde C este asa numita constantd elastica de torsiune.
m. Gasiti perioada micilor oscilatii de torsiune ale cilindrului in functie de L, p, si G.
n. Exprimati constanta elastica de torsiune in functie de R, L, E si .
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3. FUNDAMENTE DE RELATIVITATE GENERALIZATA

Einstein a declarat ca ideea Principiului Echivalentei (1907) a fost "cel mai fast gind
(die gliickichste Gedanken) din viata mea". El isi aduce aminte cd "stateam pe scaun
la oficiul de patente din Berna, cand m-a strafulgerat un gand: dacd o persoand se
afli in cddere liberd, ea nu resimte propria sa greutate. Eram uimit. Acest gand
simplu m-a marcat profund. El m-a imboldit cétre o teorie a gravitatiei."

Deci, daca un observator se afla in cadere libera, el poate fi privit ca un sistem de
referintd inertial in care cAmpul gravitational este abrogat. Din nefericire, intrucat
diversi observatori in spatiu si timp se vor fi afland in cadere libera cu diferite
acceleratii si/sau pe diferite directii, Einstein si-a dat seama ca va trebui sa se utilizeze
doar sisteme de referintd locale, astfel incat in cadrul fiecaruia acceleratia datorata
gravitatiei sa fie constanta atat ca valoare cat si ca directie.

Ca atare, se considera un observator punctiform de masa neglijabild nenula, aflat in
vecinitatea unui obiect masiv de masi M. In cazul in care cAmpul gravitational al
obiectului masiv nu este prea puternic, si in absenta altor forte, observatorul se va
misca de-a lungul unei linii de cdmp gravitational cu o acceleratie egala in fiecare
punct cu acceleratia gravitationald din punctul respectiv. Insi dacid masa M este
suficient de mare, notiunea de caAmp gravitational isi pierde intelesul si trebuie folosite
in schimb conceptele relativitatii generalizate. Ceea ce ramane totusi adevarat este
faptul ca in situatii cu simetrie pland intervalul spatiotemporal elementar poate fi scris

ds® = ¢’ (dl")2 =—fc’ (dl‘)2 +%+(d)})2 +(dZ)2,

unde d#’ reprezintd durata elementara masurata de ceasul observatorului. In general f'si
g sunt functii de coordonatele spatiotemporale. In consecinta, deplasarile elementare dx
observate pot fi privite ca fiind afectate de un factor local oarecare de comprimare, iar
duratele corespunzatoare efectuarii acestor deplasari pot fi privite ca fiind afectate de
un factor local oarecare de dilatare.

Asadar, dificultatea care apare in relativitatea generalizata consta in faptul ca expresia
cunoscutd pentru ds® (numitd metrica Minkowski), in care nu intrd niciun fel de factori,
nu mai este valabila. In ceea ce urmeazi, ne vom ocupa de cea mai simpla situatie
posibild si vom incerca sd descriem evenimentele din spatiutimp folosind alte seturi
de coordonate (sau, mai corect, parametri) decat cele obisnuite, dimpreuna cu factorii
de comprimare/dilatare corespunzatori. Ele ne vor conduce catre expresii mai adecvate
ale metricei ds” a spatiutimpului.

Sa consideram un obiect punctiform cu masa de repaus my, aflat initial (1 =¢"=0s) In
repaus pe axa Ox intr-un punct xo = ¢*/a’. El incepe acum si "cada liber" in directia
pozitiva a axeli, astfel incét la orice moment de timp acceleratia proprie resimtitad intr-
un sistem de referintd momentan solidar cu obiectul este constanta, a”.

a. Scrieti expresia acceleratiei obiectului in sistemul de referintd al "campului
gravitational", in functie de viteza sa de "cddere" v, a’ si c. Ardtati cd forta totald
actionand asupra corpului este constanta.

b. Gasiti expresia lui v in functie de ¢, a’ si c.

(Indicatie: la integrare, luati v ca fiind proportionala cu o functie trigonometrica.)
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Pentru ce urmeaza, trebuie sd definim functiile hiperbolice sinh, cosh si tanh:

. def ¥ — ™" def o™ def ginh x
sinhx=——; coshx=———; tanhx=—.
2 2 cosh x

Desigur, existd definitii corespondente si pentru functiile hiperbolice inverse arcsinh,
arccosh si arctanh.

c. Gasiti expresia timpului propriu ¢" a corpului in "cadere" in functie de 7, a’ si c.
(Indicatie: la integrare, luati ¢ ca fiind proportional cu o functie hiperbolicd. Notati
argumentul acestei functii cu t.)

Dupa cum vedeti, T este proportional cu #. Cu alte cuvinte, T = constant descrie eve-
nimente care sunt simultane din punctul de vedere al observatorului aflat in "cadere".
Deci pasul urmator ar fi sa se introduca inca un parametru, sa ii zicem p, astfel incat
p = constant sd descrie fenomene in repaus fatd de observatorul "in cadere".

d. Folosind metrica Minkowski si transformarea gasitd pentru timp, gasiti expresia
pozitiei x a corpului in functie de a’, T si c.

e. Scrieti ecuatia liniei de univers (traiectoriei) corpului in spatiutimpul bidimensional
ct-x (coordonatele y si z nu sunt de vreun interes anume aici). Desenati graficul lui ct
ca functie de x, trasind de asemenea conurile luminoase trecut si viitor ale unui
observator stationar aflat in originea sistemului. (Conul luminos trecut este regiunea
de spatiutimp din care pot sosi semnale in origine; conul luminos viitor este regiunea
de spatiutimp catre care se pot transmite semnale din origine.) Pe aceeasi diagrama
trasati linia de univers a unui obiect stationar avand o coordonata oarecare x; > xy, pe
langa care corpul aflat "in cadere" va trece candva.

f. In lumina celor spuse mai sus, se va dovedi foarte convenabil si se aleagi valoarea
constanta a lui p corespunzatoare corpului nostru aflat in repaus in sistemul de
referintd lipsit de gravitatie, sd 1i zicem po, ca fiind egald cu termenul spatial constant
care intervine in ecuatia gésita la punctul anterior. Exprimati po in functie de a’ i c.

g. Acum vom extinde in mod firesc aceste doud noi "coordonate" gasite pentru corpul
aflat "In cadere" la evenimente (aproape) arbitrare in spatiutimp. Exprimati x si cf in
functie de p si T. Reciproc, exprimati p si T in functie de x si ct. Care este regiunea
maxima de spatiutimp ce poate fi parametrizatad folosind aceste coordonate?

h. Transformati metrica Minkowski facand uz de p si 7, si identificati factorii f'§i g
mentionati in introducerea problemei.

OK, haideti sa ludm o scurtd pauzd si sd aruncdm o privire mai atentd acestei noi
metrice pe care ati gasit-o. Ea se numeste metrica Rindler, i arata analog cu parame-
trizarea unui plan folosind coordonate polare. Asa cum este probabil de asteptat,
factorii f'si g nu sunt invarianti la transformarile Lorentz, dar 1n acest caz extrem
de simplu se poate oricand reveni la metrica Minkowski pentru a obtine o metrica
global invariantd. Totusi in general se dovedeste imposibil de avut o metrica
invarianta.

Ati vazut de asemenea cd metrica Rindler nu poate acoperi tot spatiutimpul. Chiar
daca am putea-o extinde, se poate observa usor cd un observator care accelereaza nu
poate primi niciodatd informatie din tot spatiutimpul (spre deosebire de un observator
inertial, al cdrui con luminos trecut va acoperi catre infinit intreg spatiutimpul). Se
spune cd evenimentele situate pe frontiera regiunii spatiotemporale din care poate
obtine informatie observatorul aflat in "cadere" alcatuiesc asa numitul orizont
evenimential.

In fine, cum aceastd noud metrici priveste un corp ce accelereaza drept fiind in
repaus, rezultd ca obiectele stationare intr-un camp gravitational se gisesc acum in
miscare 1n raport cu sistemul de referinta lipsit de gravitatie!
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i. Pentru obiectul stationar de la x; mentionat mai devreme, exprimati traiectoria sa in
spatiutimp in coordonate p si t. Desenati pe un grafic t functie de p "liniile de
univers" ale ambelor obiecte luate in discutie, si determinati "distanta" limitd Ap a
orizontului evenimential fata de observatorul aflat in "cadere libera".

j- In momentul in care observatorul incepe si "cada", o balizd aflata in xo incepe s
emitd pulsuri electromagnetice foarte scurte in directia pozitiva a axei Ox, la intervale
constante de timp 7j. Cate astfel de semnale vor ajunge la observator? Scrieti expresia
liniei de univers pentru primul dintre ele in functie de coordonatele p si T. Desenati pe
un grafic © functie de p liniile de univers ale primelor trei semnale si cea a
observatorului.

k. Desigur, semnalele receptionate vor fi tot mai rare, aceasta Insemnédnd ca ele vor
avea lungimi de unda tot mai mari (frecvente tot mai mici). Fie vy frecventa pulsurilor
emise. Exprimati momentul receptionarii t in functie de momentul emiterii ¢, xo $i c.
Determinati frecventa ultimului semnal receptionat in functie de vo, xo, 7o $i c.

I. Care este valoarea vitezei de variatie a coordonatei semnalelor, dp/d¢’, in momentul
receptiondrii lor? Trasati graficul acestei "viteze a luminii pe directia lui a’ in
spatiutimpul lipsit de gravitatie" ca functie de p.

m. Unul din cele mai importante aspecte atunci cand se considera dt ca fiind timpul
scurs intr-un sistem de referinta inertial local este acela ca timpul din diferite locuri de
pe axa Ox va curge diferit nu numai ca functie de pozitia respectiva, ci si de timpul ¢
scurs din momentul inceperii "cdderii libere" a observatorului inertial. Pe masura ce
punctele spatiutimpului se aglomereaza formand orizontul evenimential, cum metrica
Rindler nu acopera tot spatiutimpul, timpul in acele puncte pare sa tinda a se opri. De
pilda, gasiti timpul df scurs in x ca functie de xo, dt, ¢ si c. Considerand un al doilea
punct la o mica distanta Ax, la dreapta lui x¢ (adica in directia cAmpului gravitational),
determinati incetinirea relativd a doud ceasuri care functioneaza in aceste puncte, € =
A(dr)/dt, in functie de xo, Axo, ¢ $i c.

n. Sa presupunem acum ca la ¢ = 0 observatorul incepe sa "cada" din repaus pe o
distantd scurtd Ax,, astfel incat sd putem aproximativ interpreta pe a' ca fiind
acceleratia gravitationald g a unui camp gravitational foarte slab si aproape uniform,
asa cum este cel din apropierea suprafetei Pamantului. Estimati incetinirea relativa a
unui ceas care functioneaza la suprafata Pamantului in raport cu un ceas identic care
functioneaza la altitudinea ISS-ului, 2 = 360 km. Ce durata ar Insemna aceasta pentru
un astronaut care petrece 1 an intr-o misiune pe ISS? (Neglijati faptul ca statia se
misca in jurul Pamatului.)
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Contestant code

FOAIE DE RASPUNS PENTRU PROBLEMA No. 1

B(r) =

Desenati liniile de camp aici:

Tgant =

Bour(r) =
B IN(’”) =

Desenati liniile de camp aici:

Bwire SIDE(I”) =
Bother SIDE(I”) =

Desenati liniile de camp aici:
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Contestant code

Bour(r) =
B IN(’”) =

Desenati liniile de camp aici:

Bour(r) =
B IN(’”) =

Desenati liniile de camp aici:

B(r) =
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Contestant code

Bout(r) =

BIN(I”) =
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Contestant code

FOAIE DE RASPUNS PENTRU PROBLEMA No. 2

Eyin =

Epot =

c. Scrieti ecuatia diferentiala pentru e:

X equivalent

Tlong =

Enech =

Tradial =
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Contestant code

h. Scrieti ecuatiile diferentiale pentru X, ;e $1 Vequivatent -

W12 =

Theats =

Tant =

Tant =
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Contestant code

Tiwist =
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Contestant code

FOAIE DE RASPUNS PENTRU PROBLEMA No. 3

Fret =

<
Il

=
Il
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Contestant code

e. Scrieti ecuatia liniei de univers si desenati graficul aici.

f.

po =

x= p=
ct= T=

Regiunea maxima de spatiutimp parametrizata de metrica Rindler:
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Contestant code

i. Scrieti ecuatia liniei de univers si desenati graficul aici.
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Contestant code

j. Scrieti ecuatia liniei de univers si desenati graficul aici.
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Contestant code

L. Scrieti expresia lui dp/d¢’ si desenati graficul aici.

dr =

o™
Il

At =
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